
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

23. februar 2019.

Prvi razred – A kategorija

1. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu

6x3 + 7y2 + 8z3 = 66677888.

2. Dat je tetivan petougao ABCDE. Neka su taqke F , G, H i I sredixta du�i BC,
CD, DE i EA, respektivno. Neka se prave FG i HI seku u taqki J , a prave AC i
HI u taqki K. Dokazati da se taqka K nalazi na kru�nici opisanoj oko 4FCJ .

3. Koliko rexeǌa ima jednaqina

x− 2019{x} = 2019

u skupu realnih brojeva? (Za realan broj x, sa bxc oznaqavamo najve�i ceo broj
koji nije ve�i od x, a sa {x} oznaqavamo vrednost x− bxc.)

4. Dati su konveksni qetvorouglovi ABCD i PQRS, pri qemu temena qetvorougla
PQRS le�e na stranicama ili u unutraxǌosti qetvorougla ABCD. Da li zbir
dijagonala qetvorougla PQRS mo�e biti ve�i od zbira dijagonala qetvorougla
ABCD?

5. Dva igraqa naizmeniqno upisuju jedan od brojeva 473, 523, 573, 623, 673, 723, 773,
823 ili 873 u neko slobodno poǉe tablice 3 × 3, pri qemu svaki broj mo�e biti
iskorix�en samo jednom. Pritom prvi igraq u prvom potezu ne sme upisati broj
u centralno poǉe. Igra se zavrxava kada jedan od igraqa dobije zbir 2019 u
bilo kojoj vrsti, koloni ili dijagonali qija su sva tri poǉa popuǌena, i tada
taj igraq pobe�uje. Ukoliko se cela tablica popuni a niko ne ostvari taj zbir,
pobednik je drugi igraq. Koji igraq ima pobedniqku strategiju?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

23. februar 2019.

Drugi razred – A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu:

sinx−
√
sinx

cosx−
√
cosx

= 1.

2. Odrediti maksimalan broj taqaka u ravni me�u kojima svake tri qine temena
pravouglog trougla.

3. Da li postoje prirodni brojevi m i n za koje va�i n 6 2019 i⌊am
n

⌋
= baπc za sve a = 1, 2, . . . , 2019 ?

(Za realan broj x, sa bxc oznaqavamo najve�i ceo broj koji nije ve�i od x.)

4. U skupu nenegativnih realnih brojeva rexiti sistem jednaqina:

a
√
b− c = a;

b
√
c− a = b;

c
√
a− b = c.

5. U xkoli se odr�avaju takmiqeǌa iz m predmeta. Iz svakog predmeta se takmiqi
mk uqenika (isti uqenik se mo�e takmiqiti iz vixe predmeta). Dokazati da
se uqenici mogu razmestiti u k uqionica na takav naqin da u svakoj uqionici
postoji bar po jedan takmiqar iz svakog od postoje�ih m predmeta.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

23. februar 2019.

Tre�i razred – A kategorija

1. Za sve x ∈
[
0,
π

2

]
dokazati nejednakost:

cos(sinx) > sin(cosx).

2. Kvadratna tablica formata 6× 6 je popuǌena brojevima ±1 na takav naqin da, za
svako poǉe tablice, proizvod brojeva upisanih u tom poǉu i svim ǌemu susednim
poǉima iznosi 1. (Pod susednim poǉima podrazumevamo poǉa koja imaju bar jedno
zajedniqko teme.) Dokazati da je u svakom poǉu tablice upisan broj 1.

3. Za dati skup taqaka u prostoru S, oznaqimo sa `(S) skup svih taqaka u prostoru
koje le�e na bar jednoj pravoj kroz dve taqke skupa S. Neka se skup S sastoji
od qetiri taqke koje nisu sve u istoj ravni. Dokazati da je broj taqaka koje ne
pripadaju skupu `(`(S)) konaqan i odrediti taj broj.

4. Na�i sve neparne prirodne brojeve n za koje va�i

n = 2019ϕ(ϕ(. . . ϕ︸ ︷︷ ︸
10 puta

(n) . . .)).

5. Za pozitivne realne brojeve a, b i c dokazati nejednakost:√
a+ 2b+ 3c

3a+ 2b+ c
+

√
b+ 2c+ 3a

3b+ 2c+ a
+

√
c+ 2a+ 3b

3c+ 2a+ b
> 3.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
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23. februar 2019.

Qetvrti razred – A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu:

2x
2+2x−4x4

=
x2

x+ 1
.

2. U tetivnom qetvorouglu ABCD va�i AB = 3, BC = 6 i 4ACD je jednakostra-
niqan. Neka je O centar opisane kru�nice oko qetvorougla ABCD, a E presek
dijagonala AC i BD. Izraqunati ]DOE.

3. Neka je A skup prirodnih brojeva takav da svi brojevi maǌi od 256, kao i svi
stepeni dvojke, pripadaju skupu A (preostali prirodni brojevi mogu a ne moraju
pripadati skupu A). Posmatrajmo sada beskonaqan niz koji se dobija ako sve
brojeve iz skupa A pretvorimo u binarni zapis i ispixemo ih jedan iza drugog u
rastu�em poretku. Dokazati da u ovom beskonaqnom nizu postoji 2019 uzastopnih
cifara od kojih je taqno 1000 jedinica.

4. Data je diferencijabilna funkcija f : R→ R koja ima bar dve razliqite realne
nule. Dokazati da funkcija 2019f(x) + f ′(x) ima bar jednu realnu nulu.

5. Na skupu prirodnih brojeva ve�ih od 9 definixemo funkciju f na slede�i naqin:
ako je c1c2 . . . cs (s > 2) dekadni zapis broja n, tada je f(n) prirodan broj koji
se dobija zamenom svih pojava cifre c1 u broju n cifrom c2, i zamenom svih
pojava cifre c2 u broju n cifrom c1; ukoliko se nakon ove operacije pojave vode�a
nula u rezultuju�em broju, ona se brixe. (Na primer, f(2375342) = 3275243 i
f(502305) = 52350.) Na�i sve prirodne brojeve koji se mogu javiti kao vrednost
izraza

n

f(n)
.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

23. februar 2019.

Prvi razred – B kategorija

1. Odrediti skupove A i B za koje va�i slede�ih pet osobina:

• A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5, 6};
• 2 ∈ A \B;
• 3 ∈ B \A;
• A ∩ {4, 5, 6} = ∅;
• B ∩ {1} = ∅.

2. Betmen ho�e da provali xifru Edvarda Nigme. ǋemu je poznato da xifra pred-
stavǉa neku permutaciju slova u izrazu TRICKORTREAT, i da su pritom prvo i
posledǌe slovo xifre jednaki. Koliko ukupno postoji mogu�nosti za takvu xifru?

3. U tetivnom qetvorouglu ABCD va�i ]ADB = 50◦ i ]CDB = 60◦. Na pravoj AC
je odabrana taqka M za koju va�i ]AMB = 70◦. Da li se taqka M nalazi izme�u
taqaka A i C, ili je izvan du�i AC?

4. Dokazati da je broj 102019 − 9991 deǉiv sa 81.

5. Iz jednog temena oxtrouglog trougla povuqena je visina, iz drugog te�ixna du�,
a iz tre�eg simetrala unutraxǌeg ugla. Te tri prave imaju tri preseqne taqke.
Dokazati da trougao kome su te taqke temena ne mo�e biti jednakostraniqan.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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23. februar 2019.

Drugi razred – B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu:

5x

x2 + 3x+ 6
+

7x

x2 + 7x+ 6
= 1.

2. U konveksnom qetvorouglu ABCD va�i AB = BC = CD, a ǌegove dijagonale se
seku u taqki O. Ako va�i 2]AOD = ]BAD + ]CDA, dokazati da je ABCD romb.

3. Tri doma�ice Zoka, Joka i Coka su na pijaci dobile 9 zatvorenih boca s mlekom,
i u ǌima je, redom: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 i 26 decilitara mleka. Na koliko
naqina one mogu podeliti ove boce izme�u sebe (bez otvaraǌa boca), a da pri
tome svaka dobije isti broj boca i istu koliqinu mleka?

4. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu:

3
√
x+ 2 + 3

√
3x+ 1 = 3

√
x− 3.

5. Neka je a prirodan broj koji ima 2019 cifara i deǉiv je sa 9. Neka je b zbir
cifara broja a, neka je c zbir cifara broja b, i neka je d zbir cifara broja c.
Odrediti broj d.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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23. februar 2019.

Tre�i razred – B kategorija

1. Izraqunati:

arcctg 5 + arctg
2

3
.

(Rexeǌe prikazati u obliku eksplicitne brojevne vrednosti izra�ene u stepe-
nima ili radijanima.)

2. Na�i sve trojke (p, q, r) prostih brojeva za koje va�i

p2 − qr = 2500.

3. Rexiti nejednaqinu:
x2 − 2x+ 3 6

√
4− x2.

4. U konveksnom qetvorouglu ABCD du�i koje spajaju sredixta naspramnih ivica
imaju du�ine 2 i 3 i me�usobno zaklapaju ugao od 45◦. Izraqunati povrxinu
qetvorougla ABCD.

5. U svakom temenu pravilnog n-tougla je upisan broj 1 ili −1, pri qemu nisu svih
n brojeva jednaki. Proizvod brojeva upisanih u ma koja 3 uzastopna temena iznosi
−1. Odrediti zbir svih upisanih brojeva za:

a) n = 6;

b) n = 2019.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

23. februar 2019.

Qetvrti razred – B kategorija

1. U oxtrouglom 4ABC uglovi kod temena A, B i C oznaqeni su sa α, β i γ, redom.
Ako va�i

4 sinα+ 5 cosβ = 6

i
5 sinβ + 4 cosα = 5,

odrediti γ.

2. Neka je D skup svih realnih brojeva za koje je izraz√
log2

(
cos

πx√
2

)
.

definisan. Oznaqimo
A = min

x∈D
|2019− x2|.

Dokazati da je A prirodan broj i da je prost.

3. Da li postoji prirodan broj n za koji va�i

361 | n2 + 4n− 15 ?

4. U mestu Doǌe Zuce svaki telefonski broj ima pet cifara koje su pore�ane u
strogo rastu�em ili strogo opadaju�em poretku, i pritom prva cifra nije 0.
Koliko maksimalno telefonskih brojeva mo�e postojati u tom mestu?

5. Dat je paralelogram ABCD sa oxtrim uglom kod temena A. Na pravima AB i BC
su uoqene, redom, taqke L i K razliqite od taqke B, takve da va�i KA = AB i
LC = CB. Dokazati da je petougao AKLCD tetivan.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


